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Zawiesiny

Cz¡stki w zadanym poªo»eniu ~R1, . . . , ~RN .

Równania Stokesa

−∇p + η∆~v = 0

∇~v = 0

+ warunki brzegowe



Jedna cz¡stka w przepªywie zewn¦trznym ~v0

Jaka g¦sto±¢ siª na powierzchni cz¡stki?

~v0 =⇒ ~f - powierzchniowa g¦sto±¢ siª

~f (~r) =

∫
d~r ′Z0(~r −~r ′)~v0(~r ′)

Z0 − jednocz¡stkowy operator oporu

~v(~r) = ~v0(~r) +

∫
d~r ′G (~r −~r ′)~f (~r ′)



Zawiesina w przepªywie zewn¦trznym ~v0

Jaka g¦sto±¢ siª?

fi = Z0(i)
(
v0 +

∑
j 6=i

G (ij)fj
)

Siªa wyra»a si¦ przy pomocy szeregu rozproszeniowego:

fi =
ˆ
Z0(i)+

X
j 6=i

Z0(i)G(ij)Z0(j)+
X
k 6=i

X
j 6=k

Z0(i)G(ik)Z0(k)G(kj)Z0(j)+. . .
˜
v0

fi =
X
j

Tij (1, . . . ,N))v0



U±rednienie po rozkªadzie poªo»e« cz¡stek p(1, . . . ,N)

Jaka jest ±rednia g¦sto±¢ siª 〈f (~R)〉?

〈f (~R)〉 ≡ 〈
∑
i

fiδ(~Ri − ~R)〉

〈f (~R)〉 =

Z
T (~R − ~R ′)v0(~R ′)

T (~R − ~R ′) =
∞X
s=1

sX
d=1

Z
d1 . . . dsT1d (1 . . . s)n(1 . . . s)δ(1− ~R)δ(d − ~R ′)
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Struktura blokowa

1

2

3

4

5

6

Linia nodalna

Sekwencji rozproszeniowej odpowiada struktura blokowa:

C1 = 123 C2 = 45 C3 = 6

Podzielmy T1d(1 . . . s) ze wzgl¦du na strukur¦ blokow¡:

T1d(1...s) =
∑

C1|...|Cb

T̃1d(C1|...|Ck)

T (~R−~R ′) =
′X

C1|...|Cb

Z
dC1 . . . dCbT̃1d (C1| . . . |Cb)n(C1 . . .Cb)δ(1−~R)δ(d−~R ′)



Wspóªczynniki transportu

Zwi¡zek ±redniej g¦sto±ci siª ze ±rednim polem zawiesiny:

〈f 〉 = X 〈v〉 ~P = χεo~E

X =⇒ Wspóªczynniki transportu.

Wyznaczenie X :

〈v〉 = v0 + G 〈f 〉 = (1 + GT )v0

〈f 〉 = X 〈v〉 = X (1 + GT )v0

X = T (1 + GT )−1



Operator X

T (~R−~R ′) =
′X

C1|...|Cb

Z
dC1 . . . dCbT̃1d (C1| . . . |Cb)n(C1 . . .Cb)δ(1−~R)δ(d−~R ′)

X (~R−~R ′) =
′X

C1|...|Cb

Z
dC1 . . . dCbT̃1d (C1| . . . |Cb)b(C1| . . . |Cb)δ(1−~R)δ(d−~R ′)



Blokowa funkcja rozkªadu

b(C1) = n(C1)

b(C1| . . . |Cb) =


wyrazy z rozkªadu n(C1, ...,Cb) na funkcje korelacji,
dla których speªnoiny jest warunek:
dla ka»dej linii nodalnej wyst¦puje funkcja korelacji
zawieraj¡ca cz¡stki rozdzielone t¡ lini¡

Przykªadowo dla struktury blokowej:
1 2 3

n(123) = n3(1 + h(12) + h(13) + h(23) + h(12)h(23) + h(12)h(13) + ...)

h(13), h(12)h(23) ∈ b(1|2|3)

h(12) /∈ b(1|2|3)



Rozwini¦cie wirialne - wspóªczynnik sedymentacji

K = 1 + λφ+ bcφ
2 + . . .

Wspóªczynnik bc :



Rozwieniecie wirialne - wspóªczynnik sedymentacji



Motywacja metody

bc

nieprzekrywaj¡ce
kon�guracje

przekrywaj¡ce
kon�guracje

∼ 50%

dwuciaªowe ∼ 50%

trójciaªowe ∼ 1%

Obserwacja:

DwuciaªowyXnov

G

warunek przekrywania

 =⇒ Przekrywaj¡ce kon�guracje trójciaªowe



Zwi¡zek X z Xnov

X =
′X

C1|...|Cb

Z
dC1 . . .Cb . . . T̃1d (C1| . . . |Cb)b(C1| . . . |Cb)δ(1− ~R)δ(d − ~R ′)

Xnov (A) ≡
[A]X

C1|...|Cb

T̃1d (C1| . . . |Cb| {z }
A

)b(C1| . . . |Cb)W (C1, . . . ,Cb)

W (C1, . . . ,Ck) =


1 Brak przekrywania jakichkolwiek cz¡stek

0 W przeciwnym przypadku

X =
′X

A1,...,Ag

Z
dA1 . . . dAgδ(1− ~R)δ(d − ~R ′)×

Xnov (A1)G . . .GXnov (Ag )b̄(A1| . . . |Ag )

b̄-blokowa funkcja rozkªadu dla s-cz¡stkowej funkcji rozkªadu równej W (1 . . . s).



Blokowa funkcja rozkªadu dla przekrywaj¡cych kon�guracji

F (Cm,Ck) =

{
1 Którakolwiek cz¡stka z Cm przekrywa si¦ z Ck
0 W przeciwnym przypadku

Dla wi¦cej ni» jednej grupy:
Je±li »adne cz¡stki si¦ nie przekrywaj¡ =⇒ b̄(C1| . . . |Cb) = 0,

b̄ ∼ F + FF + FFF + . . .



Hipoteza o zwi¡zku obj¦to±ci caªkowania z wkªadem

diagramu

1

2
3

4

F (1, 4)
Du»a obj¦to±¢ caªkowania

- du»y wkªad

1

2 4

3

F (1, 3)F (2, 4)
Maªa obj¦to±¢

caªkowania

- maªy wkªad



Kon�guracje przekrywaj¡cych si¦ cz¡stek poª¡czonych lini¡

nodaln¡

F (1, 2)F (2, 3)F (3, 4)

Maªa obj¦to±¢ caªkowania, ale wkªad mo»e by¢ du»y.



X =
′∑

A1,...,Ag

∫
dA1 . . . dAgδ(1− ~R)δ(d − ~R ′)×

Xnov (A1)G . . .GXnov (Ag )b̄(A1| . . . |Ag )

Przykªadowo g = 3,A1 = {123},A2 = {45},A3 = 6 dla sekwencji
rozproszeniowej:

1
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6

b̄(123|45|6)
(
W (14)− f (14)︸ ︷︷ ︸

=1

= W (14)b̄(123|45|6)︸ ︷︷ ︸
G−→Ḡ≡WG

− f (14)b̄(123|45|6)︸ ︷︷ ︸
faktoryzacja



X = X̄
(
1− fGX̄

)−1
X̄ =

′∑
A1,...,Ag

∫
dA1 . . . dAgδ(1− ~R)δ(d − ~R ′)×

Xnov (A1)Ḡ . . . ḠXnov (Ag )b̄(A1| . . . |Ag )

Przybli»enia:

I Xnov ≈ dwuciaªowe (analiza rozwini¦cia wirialnego)

I b̄(A1| . . . |Ag ) ≈ wyraz z najwi¦ksz¡ obj¦to±ci¡ caªkowania
(hipoteza wkªad ↔ obj¦to±¢)



Wyraz z najwi¦ksz¡ obj¦to±ci¡ caªkowania

W celu wyznaczenia tej cz¦±ci b̄, która zawiera co najwy¹ej jeden
warunek na przekrywanie si¦ cz¡stek korzystamy z wyra»enia:

F (Cm,Ck)b̄(C1| . . . |Cm| . . . |Ck | . . . |Cs) =

−
∑k

n=m+1 b̄(C1| . . . |Cm| . . . |Cn−1)
(
b̄(Cn| . . . |Cs) +∑k−1

h=n b̄(Cn . . .Ch)b̄(Ch+1| . . . |Ck | . . . |Cs)
)

⇓

b̄(A1| . . . |Ag ) ≈ −b̄(A1)W (A2 . . .Ag−1)b̄(Ag )F (A1,Ag )

X̄ = Xnov +

−
′∑

A1,...,Ag

∫
dA1 . . . dAgδ(1− ~R)δ(d − ~R ′)×

Xnov (A1)Ḡ . . . ḠXnov (Ag )b̄(A1)W (A2 . . .Ag−1)b̄(Ag )F (A1,Ag )



Wyra»enie na X̄ z wykorzystaniem przybli»enia na b̄

X̄ ≈ Xnov −
∫

dA1dAgXnov (A1)Ḡe� Xnov (Ag )F (A1,Ag )

Ḡe� = Ḡ + ḠT Ḡ

T = X̄
(
1− Ḡ X̄

)−1



Podsumowanie

Wspóªczynniki transportu

Operator X

Xnov

(rozwini¦cie wirialne)
b̄

(hipoteza wkªad ↔ obj¦to±¢)

⇓
Zamkni¦ty ukªad równa« na X przy zadanych:

I dwuciaªowych oddziaªywaniach

I dwuciaªowej funkcji korelacji


